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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. В сучасному будiвництвi використовують
нетонкi пластини та оболонки (фланцевi з’єднання вузлiв металевих
балок, плити опорних баз металевих колон, плитнi фундаменти, пiд-
земнi залiзобетоннi резервуари, елементи тунелiв, захиснi оболонки
реакторiв, муфти з’єднання арматурних стрижнiв). Збiльшення тов-
щини таких елементiв погiршує точнiсть їх розрахунку в бiльшостi
програмних комплексiв, де розрахунок базується на теорiї тонких
пластин i оболонок. Опорнi та навантажуючi елементи, часто розмi-
щенi по областi пластин, створюють складний напружено-деформо-
ваний стан з великими перепадами функцiї напруження по товщинi
пластини. Побудова спiввiдношень на основi гiпотез Кiрхгофа-Лява
не дає можливостi врахувати всi напруження, що призводить до ве-
ликої похибки при розрахунку таких конструкцiй.

Дослiдженню та розрахункам товстостiнних конструкцiй присвя-
чено багато праць, однак бiльшiсть з них вiдображає лише частковi
випадки вирiшення проблематики або ж є теоретичними i непридат-
ними для розрахункiв складних конструкцiй в цiлому за допомогою
програмних комплексiв широкого використання.

Чисельна реалiзацiя алгоритму з використанням просторового
криволiнiйного скiнченного елемента для розрахунку нетонких пла-
стин i оболонок дозволяє отримати бiльш адекватну оцiнку напру-
жено-деформованого стану конструкцiй, що проектуються, у порiв-
няннi з результатами розв’язку, отриманого на основi теорiї тонких
оболонок.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана у вiдповiдностi з тематикою i загальним пла-
ном наукових дослiджень кафедри будiвельної механiки Київського
нацiонального унiверситету будiвництва i архiтектури (КНУБА) i
Науково-дослiдного iнституту будiвельної механiки КНУБА, зокре-
ма з держбюджетною темою 3 ДБ-2008 “Теоретичнi основи та мето-
дики дослiдження стiйкостi та руйнування просторових тонкостiн-
них конструкцiй пружних систем” (№ держ. реєстрацiї 0108U000230).
Автор приймав безпосередню участь у виконаннi цiєї науково-дослiд-
ної роботи як спiввиконавець.
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Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiйної роботи
полягає у створеннi ефективної методики розрахунку конструкцiй
з нетонких пластин i оболонок на основi просторових криволiнiйних
СЕ та розробцi програмного забезпечення для її чисельної реалiзацiї,
а також, у виконаннi дослiдження напружено-деформованого стану
конструкцiй з нетонких пластин i оболонок.

Для досягнення мети було здiйснено:
— дослiджено проблему використання криволiнiйних СЕ;
— виведено спiввiдношення для нового просторового СЕ в кри-

волiнiйнiй системi координат з векторною апроксимацiєю фун-
кцiї перемiщень у радях Маклорена;

— побудовано узагальнену матрицю жорсткостi просторового
криволiнiйного СЕ;

— сформульовано алгоритм визначення приведених пружних ха-
рактеристик просторових ортотропних СЕ, необхiдних в про-
цесi розрахунку бiматерiальних конструкцiй за допомогою
МСЕ;

— впроваджено запропонований просторовий криволiнiйний СЕ
в розрахунковий процесор ПК "ЛIРА-САПР";

— проведено числовi експерименти для дослiдження збiжностi
розв’язкiв задач нетонких пластин i оболонок iз використан-
ням розробленого СЕ;

— визначено межi застосування просторового криволiнiйного СЕ
при розрахунку конструкцiй за умов статичного навантажен-
ня;

— проведено розв’язання прикладних задач дослiдження напру-
жено-деформованого стану фланцевих з’єднань вузлiв мета-
левих конструкцiй, опорної плити бази круглого пiлона, тов-
стої фундаментної плити 30-поверхової житлової будiвлi.

Об’єктом дослiдження є методика розв’язання задач про напру-
жено-деформований стан нетонких пластин та оболонок на основi
просторових криволiнiйних скiнченних елементiв.

Предметом дослiдження є параметри НДС нетонких пластин та
оболонок у фiзично лiнiйнiй та нелiнiйнiй постановках.

Методи дослiдження. Спiввiдношення просторового криво-
лiнiйного СЕ побудовано на основi рiвнянь теорiї пружностi. Для
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розв’язання задач про НДС нетонких пластин та оболонок застосо-
ваний метод скiнченних елементiв. Для розв’язання задач у фiзично
нелiнiйнiй постановцi використовується метод послiдовних наванта-
жень. Для розв’язання СЛАР використовується метод Гауса.

Наукова новизна одержаних результатiвполягає у створеннi
на основi методу скiнченних елементiв ефективної методики дослi-
дження напружено-деформованого стану в задачах деформування
нетонких плит та оболонок нульової або додатньої гаусової криви-
зни при статичному навантаженнi.

При цьому:

— створено новий тип просторового криволiнiйного скiнченного
елемента оболонки з векторною апроксимацiєю функцiї пере-
мiщень у рядах Маклорена, для якого вперше отриманi роз-
рахунковi спiввiдношення методу скiнченних елементiв;

— для розробленого скiнченного елемента отримано узагальне-
ну матрицю жорсткостi, що враховує змiщення скiнченного
елемента як жорсткого цiлого;

— отримано спiввiдношення для визначення деформацiй та на-
пружень у центрi скiнченного елемента;

— отриманi розрахунковi спiввiдношення та алгоритми апробо-
вано на великiй кiлькостi тестових задач пружного деформу-
вання при статичному навантаженнi: товстi плити з рiзними
умовами обпирання, згин трансверсально-iзотропних пласти-
нок, розтяг товстостiнного цилiндра, рiвновага товстостiнних
цилiндра та сфери пiд дiєю внутрiшнього та зовнiшнього ти-
ску;

— отримано новi результати розрахунку вiдповiдальних конст-
рукцiй (фланцевих з’єднань вузлiв металевих конструкцiй,
опорної плити бази круглого пiлона, товстої фундаментної
плити 30-поверхової житлової будiвлi), у яких проаналiзова-
но змiни в НДС при комплекснiй дiї силових факторiв - по-
стiйних, технологiчних i позапроектних навантажень, а та-
кож амплiтудних iнерцiйних сил вiд вiтрових та сейсмiчних
навантажень.

Практичне значення одержаних результатiвполягає у ство-
реннi програмного забезпечення, що дозволяє ефективно дослiджу-
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вати напружено-деформований стан нетонких пластин та оболонок
нульової та додатньої гаусової кривизни. Розроблений у межах ди-
сертацiйної роботи просторовий криволiнiйний СЕ впроваджено в
розрахунковий процесор ПК "ЛIРА-САПР". Запропонованi в дисер-
тацiї методики можуть бути корисними для покращення точностi
розрахунку будiвельних конструкцiй – фланцевих з’єднань вузлiв
балок та колон, плит опорних баз колон в металевих конструкцiях,
товстих фундаментних плит, пiдземних резервуарiв та iнших кон-
струкцiй з нетонких пластин та оболонок. З iншого боку, запропо-
нований СЕ дозволяє зменшити кiлькiсть елементiв розрахункової
схеми, що прискорює розрахунок, не погiршуючи його точнiсть.

Особистий внесок здобувача. Сумiсно з Євгеном Олексан-
дровичем Гоцуляком розроблено методику дослiджень та сформу-
льовано основнi тестовi задачi для тестування матрицi жорсткостi
просторового криволiнiйного СЕ. Основнi результати, що виносяться
на захист, отриманi здобувачем самостiйно. У наукових працях авто-
ру належить: [1,5-7] – участь у постановцi задачi та виконання розра-
хункiв, [2,8] – постановка проблеми та виведення спiввiдношень, [9] –
участь у постановцi проблеми та виведення спiввiдношень для визна-
чення приведених жорсткостей, [3,10,11] – постановка та розв’язання
прикладних задач, [12] – розв’язання тестових задач, [4] – участь у
постановцi проблеми та виведення основних спiввiдношень для за-
пропонованого СЕ. Спiвавторам в [1,4–7,9] належить формулювання
загальної проблеми дослiдження, участь у постановцi задач та вибiр
методiв їх розв’язання, участь спiльно зi здобувачем в обговореннi
отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати до-
слiдження доповiдалися на наукових конференцiях рiзного рiвня та
наукових семiнарах: 71-а Науково-практична конференцiя КНУБА
(2010 р.); 72-а Науково-практична конференцiя КНУБА (2011 р.);
73-а Науково-практична конференцiя КНУБА (2012 р.); IV Мiж-
дународний симпозiум "Актуальнi проблеми комп’ютерного моде-
лювання конструкцiй i споруд"(Росiйська Федерацiя, м. Челябiнск,
2012 р.); Наукова конференцiя молодих вчених, аспiрантiв i студен-
тiв (КНУБА, 2012 р.); II Мiжнародна польсько-українська науково-
технiчна конференцiя ”Актуальнi проблеми металевих конструкцiй”
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(Польща, м. Гданськ, 2014 р.); IV Мiжнародна конференцiя "Акту-
альнi проблеми iнженерної механiки"ОДАБА (2017 р.); Мiжнаро-
дна науково-практична конференцiя "Сучаснi методи i проблемно-
орiєнтовнi комплекси розрахунку конструкцiй та їх застосування в
проектуваннi та навчальному процесi"(КНУБА, 2017 р.); II Мiж-
народна науково-практична конференцiя "Сучаснi методи i проб-
лемно-орiєнтовнi комплекси розрахунку конструкцiй та їх застосу-
вання в проектуваннi та навчальному процесi"(КНУБА, 2018 р.);
"Iнженерно-будiвельне проектування у вiдповiдностi до європейських
норм (Єврокодiв)"(ВГО ‘’Гiльдiя проектувальникiв у будiвництвi”,
Київ, 2018 р.).

У повному обсязi дисертацiя доповiдалась на кафедрi будiвельної
механiки КНУБА (Київ, 2019 р.).

Публiкацiї. Результати дослiджень, якi представленi в дисер-
тацiї, опублiковано в 12 наукових працях, з яких 6 – у наукових фахо-
вих виданнях України та iноземних держав, що включенi до мiжна-
родних наукометричних баз, у публiкацiях матерiалiв мiжнародних
та вiтчизняних науково-практичних конференцiй та симпозiумiв – 6.
Основнi результати наведено в [1-12] .

Структура дисертацiї. Робота складається зi вступу, чоти-
рьох роздiлiв, висновкiв. Обсяг дисертацiї становить 187 сторiнок
машинописного тексту, в т. ч. 59 рисункiв, 27 таблиць та список ви-
користаних джерел iз 185 найменування на 20 сторiнках, 4 додатки
на 13 сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi подано загальну характеристику дисертацiйної роботи;
обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, її зв’язок з науковими
програмами; визначено мету роботи та задачi дослiдження; наведено
данi про апробацiю результатiв дисертацiї; показано наукову новизну
та практичне значення отриманих результатiв.

У роздiлi 1 наведено огляд лiтературних джерел за темою ди-
сертацiї та сформульовано постановку задачi.

На сьогоднiшнiй день теорiя оболонок є одним iз найбiльш акту-
альних роздiлiв теорiї пружностi. Суттєвий внесок до формуван-
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ня загальних гiпотез i побудови розрахункових спiввiдношень теорiї
оболонок зробили вiдомi вченi Г. Кiрхгоф, Г. Арон, Н. А. Алумяе,
С. О. Амбарцумян, В. В. Болотiн, В. I. Блох, I. Н. Векуа, В. З. Вла-
сов, А. М. Воїн, А. С. Вольмiр, I. I. Ворович, К. З. Галiмов, О. Л. Голь-
денвейзер, Е. I. Григолюк, О. М. Гузь, С. П. Демiдов, А. А. Iльюшин,
М. О. Кiльчевський, А. I. Лур’є, А. Ляв, Х. М. Муштарi, В. В. Ново-
жилов, Ю. М. Работнов, Г. М. Савiн, С. П. Тимошенко, К. Ф. Чер-
них, I. С. Чернишенко, Ю. М. Шевченко, J. Geckeler, W. T. Koiter,
H. Reissner та iн.

Товщина пластини чи оболонки при згинi має набагато бiльший
вплив на її властивостi нiж iншi її розмiри. Пiд нетонкими оболон-
ками слiд розумiти такi оболонки, товщина яких має один порядок з
радiусами кривизни. Також варто вважати нетонкими оболонки при
дослiдженнi напружено-деформованого стану в околi точок прикла-
дання зосереджених сил. Наближенi теорiї тонких пластин не прида-
тнi для пластин значної товщини, особливо, якщо вони пiддаються
дiї зосередженого навантаження. В таких випадках слiд користува-
тися теорiєю товстих пластин та оболонок, де задача про пластини
розглядається як тривимiрна задача теорiї пружностi. Тому дослi-
дження напружень набуває бiльш складного характеру i на даний
час повний розв’язок iснує лише для небагатьох часткових випадкiв.

Деякi науковi працi присвяченi зведенню тривимiрної задачi тео-
рiї пружностi до двовимiрної на основi методу розкладу перемiщення
в нескiнченний ряд, без застосування спрощуючих гiпотез. До таких
дослiджень вiдносяться роботи I. Н. Векуа, В. З. Власова, Б. Г. Га-
льоркiна, О. С. Космодамiанського, В. А. Шалдирвана, А. I. Лур’є,
I. Ю. Хоми, Є. О. Гоцуляка та Д. I. Чернописького, В. К. Чибiрякова,
А. М. Станкевича. О. М. Палiй вносить в теорiю товстих оболонок
додатковi силовi та кiнематичнi гiпотези. О. О. Амосов, О. К. Аксен-
тян, А. Г. Зеленський та G. J. Hutchins з A. I. Soler у своїх працях роз-
глядають наближенi методи розв’язування задач тривимiрної теорiї
нетонких оболонок та плит. Зокрема, в процесi дослiджень отрима-
но, що змiна напружено-деформованого стану оболонки по товщинi в
областi прикладання навантаження є значно нелiнiйною, а поперечнi
напруження мають однаковий порядок з тангенцiальними.

У друкованих працях висвiтлена значна кiлькiсть чисельних та
аналiтичних методiв дослiдження напружено-деформованого стану
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оболонок обертання та пологих оболонок. Це роботи М. П. Абов-
ського, I. Я. Амiро, Д. Аргiрiса, В. А. Баженова, Д. В. Вайнберга,
А. Т. Василенка, В. В. Гайдайчука, Р. Галлагера, О. I. Голованова,
О. С. Городецького, Є. О. Гоцуляка, Я. М. Григоренка, В. I. Гуляєва,
О. I. Гуляра, М. I. Длугача, Д. Ешвела, O. Зенкевича, Б. Я. Кантора,
В. В. Киричевського, В. М. Кислоокого, Р. Клафа, П. П. Лiзунова,
В. Г. Пiскунова, В. О. Постнова, О. О. Рассказова, Л. О. Розiна,
О. С. Сахарова, С. П. Тимошенка та iн.

Дж. Вальц, Р. Фултон та Н. Цирус аналiтично показали, що при
використаннi викривленого елемента з полiномiальною функцiєю пе-
ремiщень виникає велика похибка, яка не дозволяє розраховувати не-
закрiплену конструкцiю. Якщо функцiя перемiщень не мiстить форм
перемiщень СЕ як жорсткого цiлого, це приводить до уповiльнення
збiжностi розв’язку. У статтях Ю. В. Клочкова розглядаються рiзнi
види апроксимацiї функцiї перемiщень. На прикладi тонкої оболонки
елiпсоїда обертання показано, що при iзопараметричнiй апроксима-
цiї чисельний розв’язок задачi залежить вiд величини змiщення тiла
як жорсткого цiлого. В той же час використання векторної апрокси-
мацiї перемiщень дозволяє отримати стiйкий розв’язок.

О. С. Сахаров запропонував модифiкацiю МСЕ - моментну схему
скiнченних елементiв. Особливiстю МССЕ, порiвняно зi звичайним
варiантом МСЕ, є те, що для будь-яких СЕ i довiльних законiв апро-
ксимуючих функцiй завжди виконується умова рiвностi нулю дефор-
мацiй при змiщеннях тiла як жорсткого цiлого. Цей ефект досяга-
ється наближеним представленням деформацiй у виглядi розклада-
ння в ряд Тейлора утриманням тих їх компонент, якi вiдповiдають
заданому закону апроксимацiї перемiщень. МССЕ може бути класи-
фiкований як змiшане формулювання МСЕ, оскiльки розкладання
виконується одночасно як для перемiщень, так i для деформацiй.

У працях О. Ю. Чиркова розглядається змiшане формулювання
МСЕ для розв’язку двовимiрних та вiсесиметричних задач. Оскiльки
напруження або деформацiї входять до рiвнянь разом з перемiщен-
нями як рiвноправнi невiдомi, це дозволяє зменшити похибку у апро-
ксимацiї деформацiй та напружень порiвняно з класичним МСЕ.

В напрямку дослiдження збiжностi криволiнiйних СЕ слiд вiд-
значити працi Є. О. Гоцуляка, В. Н. Єрмiшева, Н. Т. Жадрасiнова,
О. В. Костiної, К. Пемсiнга, Д. Кантiна, Р. Клафа, Д. Фондера та iн.
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Проведений аналiз лiтературних джерел показав, що при вели-
кiй кiлькостi постановок i спроб дослiдження НДС товстостiнних
оболонкових систем з використанням МСЕ проблема застосування
криволiнiйних СЕ залишається недостатньо вивченою. На даний мо-
мент в програмних комплексах товстостiннi оболонки розраховую-
ться здебiльшого за допомогою тонких оболонок або, рiдше, за допо-
могою просторових iзопараметричних СЕ. Просторовi криволiнiйнi
СЕ оболонки не було реалiзовано в програмних комплексах широко-
го використання, хоча в деяких комплексах присутнi iзопараметри-
чнi СЕ серендипового сiмейства. Отже, проблема виведення матрицi
жорсткостi просторового криволiнiйного СЕ i можливiсть її практи-
чного застосування до розрахунку задач пружного деформування
залишаються актуальними на сьогоднi.

У роздiлi 2 наведено розрахунковi спiввiдношення теорiї пру-
жностi в загальнiй криволiнiйнiй системi координат i викладена за-
пропонована процедура отримання спiввiдношень для розглядува-
ного СЕ, особливiсть якої полягає у векторнiй апроксимацiї функцiї
перемiщень в рядах Маклорена. Перемiщення скiнченного елемента
приймаються у виглядi вектор-функцiї, яка мiстить жорстке змiще-
ння СЕ як цiлого довiльної криволiнiйної форми, завдяки чому ви-
конується необхiдна умова скiнченноелементної дискретизацiї, тобто
матриця жорсткостi має три нульовi власнi значення.

Спiввiдношення теорiї пружностi у криволiнiйнiй системi коор-
динат. В центрi просторового криволiнiйного скiнченного елемен-
та оболонки (Рис. 1) розмiщено ортогональну криволiнiйну систе-
му координат 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3. Таким чином, контури скiнченного елемента
знаходяться в межах вiд 𝑥𝑖 = −0.5 до 𝑥𝑖 = 0.5, де i=1,2,3. Серединна
поверхня оболонки в декартовiй системi координат XYZ описується
функцiями 𝑋 = 𝑋(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑌 = 𝑌 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑍 = 𝑍(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Розмiри сторiн скiнченного елемента вiдповiдають коефiцiєнтам
першої квадратичної форми поверхнi

√
𝑔𝑖𝑖 , де 𝑔𝑖𝑗 = �⃗�𝑖 · �⃗�𝑗 (𝑖, 𝑗 =

1, 2, 3), а об’єм вiдповiдає детермiнанту метричного тензора
√
𝐺:

𝐺 = 𝑑𝑒𝑡 ‖𝑔𝑖𝑗‖ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑔11 𝑔12 𝑔13
𝑔21 𝑔22 𝑔23
𝑔31 𝑔32 𝑔33

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (1)

Вектори локального базису, що описуються залежностями
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(0.5,-0.5,-0.5)

(-0.5,-0.5,0.5)

(0.5,0.5,0.5)

(0.5,0.5,-0.5)

(0.5,-0.5,0.5)

(-0.5,-0.5,-0.5)
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-
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�⃗� 1
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�⃗� 2
�⃗� 3

�⃗�

�⃗�
�⃗�

6
�-⃗𝑖
�⃗�
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Рис. 1. Просторовий скiнченний елемент у криволiнiйнiй системi ко-
ординат

𝑒𝛼 =
𝜕𝑋

𝜕𝑥𝛼
· �⃗� +

𝜕𝑌

𝜕𝑥𝛼
· �⃗� +

𝜕𝑍

𝜕𝑥𝛼
· �⃗�, де (𝛼 = 1, 2, 3), (2)

дотичнi до координатних осей 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 i спiвнаправленi з напрямка-
ми зростання вiдповiдних координат.

Вектори взаємного базису пов’язанi з векторами основного ло-
кального базису спiввiдношеннями

�⃗� 1 =
�⃗�2 × �⃗�3
|�⃗�2 × �⃗�3|

=
�⃗�2 × �⃗�3√

𝐺
, (3)

�⃗� 2 =
�⃗�3 × �⃗�1
|�⃗�3 × �⃗�1|

=
�⃗�3 × �⃗�1√

𝐺
. (4)

�⃗� 3 =
�⃗�1 × �⃗�2
|�⃗�1 × �⃗�2|

=
�⃗�1 × �⃗�2√

𝐺
. (5)

Перемiщення точок елемента оболонки описуються вектор-функцiєю
координат вузлiв �⃗� = �⃗�(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Коварiантнi компоненти тензора деформацiй визначаються ди-
ференцiальними залежностями Кошi

�⃗�𝛼𝛽 =
1

2

(︃
𝜕�⃗�

𝜕𝑥𝛼
�⃗�𝛽 +

𝜕�⃗�

𝜕𝑥𝛽
�⃗�𝛼

)︃
. (6)
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Для однорiдного iзотропного матерiалу закон Гука виражений
згорткою по iндексу

�⃗�𝛼𝛽 =
𝐸

(1 − 2𝜈)(1 + 𝜈)

[︂
𝜈𝑔𝛼𝛽𝑔𝛾𝜔 +

(1 − 2𝜈)

2
(𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝜔 + 𝑔𝛼𝜔𝑔𝛽𝛾)

]︂
�⃗�𝛾𝜔,

(7)

де Е—модуль пружностi матерiалу, 𝜈 —коефiцiєнт Пуассона, 𝜎𝛼𝛽 —
контраварiантна компонента тензора напружень, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜔— iндекси
згортки.

Векторне подання спiввiдношень МСЕ. При отриманнi спiввiд-
ношень МСЕ в скiнченноелементному аналiзi оболонок виникає скла-
дна проблема врахування жорстких змiщень. Ця проблема згадує-
ться багатьма дослiдниками i була вирiшена Є.О. Гоцуляком у методi
криволiнiйних сiток.

Вирiшення проблеми змiщення СЕ як жорсткого цiлого в данiй
роботi полягає у векторних перетвореннях при апроксимацiї функцiї
перемiщень в рядах Маклорена.

В криволiнiйнiй системi координат, при операцiях з векторни-
ми функцiями необхiдно ретельно дотримуватись правил векторного
аналiзу. Всi переваги векторного представлення функцiї перемiщень
використано у запропонованiй процедурi отримання спiввiдношень
для розглядуваного СЕ.

Вектор-функцiя перемiщень апроксимується рядом Маклорена,
що забезпечує неперервнiсть функцiї перемiщень вздовж границь.
Коефiцiєнтами ряду є визначенi в центрi скiнченного елемента зна-
чення компонент вектор-функцiй перемiщень та їх коварiантних по-
хiдних:

�⃗�(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = �⃗�0+
𝜕�⃗�0

1!𝜕𝑥𝛼
𝑥𝛼+

𝜕2�⃗�0

2!𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥𝛽
𝑥𝛼𝑥𝛽+

𝜕3�⃗�0

3!𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥𝛽𝜕𝑥𝛾
𝑥𝛼𝑥𝛽𝑥𝛾+...

(8)

Пiдстановкою виразу (8) у формулу (6), отримано апроксимуючi
залежностi для деформацiй:

�⃗�𝛼𝛽 =
1

2

(︂
𝑈0
𝛼|𝛽 + 𝑈0

𝛽|𝛼 + 𝑈0
𝛼|𝛽𝛾𝑥

𝛾 + 𝑈0
𝛽|𝛼𝜔𝑥

𝜔 +
1

2!
𝑈0
𝛼|𝛽𝛾𝜔𝑥

𝛾𝑥𝜔 + ...

)︂
(9)
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Необхiдний та достатнiй набiр коефiцiєнтiв бiлiнiйного апрокси-
муючого ряду визначено у векторному виглядi:

{𝜙} = {𝑈0
1 , 𝑈0

2 , 𝑈0
3 , 𝑈0

1|1, 𝑈0
2|1, 𝑈0

3|1, 𝑈0
1|2,

𝑈0
2|2, 𝑈0

3|2, 𝑈0
1|3, 𝑈0

2|3, 𝑈0
3|3, 𝑈0

1|12,

𝑈0
2|12, 𝑈0

3|12, 𝑈0
1|13, 𝑈0

2|13, 𝑈0
3|13, 𝑈0

1|23,

𝑈0
2|23, 𝑈0

3|23, 𝑈0
1|123, 𝑈0

2|123, 𝑈0
3|123}

𝑇

(10)

Матричнi залежностi деформацiй вiд функцiй перемiщень та їх
коварiантних похiдних мають вигляд:

{𝜀} = [𝐷𝜀] · {𝜙} , (11)

де {𝜑} - вектор коефiцiєнтiв функцiї перемiщень, {𝜀} - вектор дефор-
мацiй, а [𝐷𝜀] - матриця узгодження перемiщень з деформацiями.

Пряма та зворотня залежностi мiж вектором вузлових перемi-
щень i вектором коефiцiєнтiв апроксимуючого ряду визначаються
матрицею [P]:

{𝑈} = [𝑃 ] {𝜙} (12)

{𝜙} = [𝑃 ]
−1 {𝑈} = [𝑆] {𝑈} , (13)

де {𝑈} – вектор вузлових перемiщень. Компоненти матрицi [P] ви-
значаються з наступного полiномiального ряду

𝑈𝛼𝛽𝛾
𝑗 = 𝑈𝑖𝑎

𝑖
𝑗(𝛼𝛽𝛾) +

1

1!
𝑈𝑖|𝛼𝑎

𝑖
𝑗(𝛼𝛽𝛾)𝛼 +

1

2!
𝑈𝑖|𝛼𝛽𝑎

𝑖
𝑗(𝛼𝛽𝛾)𝛼𝛽 +

+
1

3!
𝑈𝑖|𝛼𝛽𝛾𝑎

𝑖
𝑗(𝛼𝛽𝛾)𝛼𝛽𝛾 + ... (14)

де 𝑎𝑖𝑗(𝛼𝛽𝛾) = �⃗�𝑖 (0, 0, 0) · �⃗�𝑗 (𝛼, 𝛽, 𝛾) – коефiцiєнти перетворення ком-
понент геометричного вектора при переносi його з центру в вузол
СЕ, (𝛼, 𝛽, 𝛾) – вузловi координати (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Отже, отриманi векторнi спiввiдношення мiж перемiщеннями та
деформацiями, що дозволяє перейти безпосередньо до формування
матрицi жорсткостi СЕ.
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Потенцiальна енергiя та матриця жорсткостi СЕ. Потенцi-
альна енергiя елемента визначається через його вузловi перемiщення
наступним чином:

Π =
1

2

˚
{𝑈}𝑇 [𝑆]

𝑇
[𝐷𝜀]

𝑇
[𝐴] [𝐷𝜀] [𝑆] {𝑈}

√
𝐺𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3 −

−{𝑈}𝑇 {𝐹} − {𝑈}𝑇 {𝑅} , (15)

де [A] - матриця пружних сталих матерiалу оболонки, {𝐹} - вектор
вузлових навантажень, {𝑅} - вектор вузлових реакцiй.

З умови стацiонарностi функцiоналу повної потенцiальної енергiї
СЕ, тобто

𝛿Π = 𝛿 ([𝐾] {𝑈} − {𝐹} − {𝑅}) = 0, (16)

випливає рiвняння МСЕ:

[𝐾] {𝑈} − {𝐹} − {𝑅} = {0} , (17)

де [K] - матриця жорсткостi СЕ:

[𝐾] =

˚
[𝑆]

𝑇
[𝐷𝜀]

𝑇
[𝐴] [𝐷𝜀] [𝑆]

√
𝐺𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3. (18)

Обчислення коефiцiєнтiв матрицi жорсткостi виконується за до-
помогою формул чисельного iнтегрування.

Оскiльки в прикладних задачах важливе значення має можли-
вiсть врахування анiзотропних, зокрема ортотропних, властивостей
матерiалу конструкцiї, то в роботi розглянуто виведення матрицi
пружних сталих для випадку ортотропiї, а також запропоновано ме-
тодику визначення приведених жорсткiсних характеристик матрицi
пружних сталих для полiматерiальних конструкцiй.

У роздiлi 3 розглянуто критерiї збiжностi МСЕ, оглянуто аналi-
тичнi розв’язки тестових задач та виконано тестування криволiнiй-
ного просторового СЕ на задачах пружного деформування.

На задачi про рiвновагу товстої шарнiрно обпертої пластини пiд
дiєю рiвномiрно розподiленого навантаження було визначено, що при
зростаннi товщини пластини, розв’язки, отриманi на основi апрокси-
мацiї моделi СЕ на основi теорiй Кiрхгофа-Лява, некоректнi. На-
томiсть апроксимацiя просторовими криволiнiйними СЕ добре на-
ближує розв’язок до аналiтичного порiвняно з iзопараметричними
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просторовими СЕ. Так при спiввiдношеннi h/a = 1/8 похибка моделi
на основi просторових криволiнiйних СЕ складає 0.5%, при h/a =
1/4 – 2% i при h/a = 1/2 – 7.5%. При защемленнi плит по краях для
пластин зi спiввiдношенням h/a = 1/5 та h/a = 1/2 похибка моделi
на основi просторових криволiнiйних СЕ складає 1.9% та 2.2%.

На задачах згину трансверсально-iзотропних пластинок з рiзни-
ми умовами обпирання перевiрено адекватнiсть роботи просторового
СЕ при заданнi ортотропних характеристик матерiалу. Результати
порiвнювались з приведеними у монографiї С. А. Амбарцумяна та
з отриманими за допомогою просторових iзопараметричних СЕ з бi-
блiотеки ПК ‘’ЛIРА-САПР”.

На тестових задачах про рiвновагу товстостiнного цилiндра до-
ведено збiжнiсть МСЕ на основi просторових криволiнiйних СЕ при
згущеннi сiтки порiвнянням результатiв у перемiщеннях та напру-
женнях, отриманих за допомогою МСЕ з аналiтичними розв’язками
та розв’язками отриманими за допомогою програмних комплексiв
SCAD та ЛIРА-САПР. При згущеннi скiнченноелементної сiтки по-
хибка обчислення перемiщень зменшується в середньому у степенi
1.2–1.8, а для напружень такий показник знаходиться в дiапазонi
1.4–2.5. Перевiрено також вплив жорстких змiщень на розв’язок. По-
хибка, що вноситься жорсткими змiщеннями елемента у визначення
напружень |𝜎/𝑈 | = 10−12 Па/м, що на 2 порядки менше аналогiчної
похибки при використаннi iзопараметричних СЕ.

Приклад моделей з рiзними сiтками дискретизацiї у задачi про
рiвновагу товстостiнного цилiндра показано на рис. 2. Результати
розрахунку наведено в табл. 1–2.

Таблиця 1
Похибка визначення перемiщень товстостiнного цилiндра
при згущеннi сiтки по товщинi (R=0.1 м, 12 секторiв)

h, м
Внутрiшня поверхня Зовнiшня поверхня
𝛿1, % 𝛿2, % 𝛿4, % 𝛿1, % 𝛿2, % 𝛿4, %

0.09 -53.13 -13.50 -3.78 -8.67 1,19 4,16
0.08 -10.17 -2.98 -2.07 -7,39 3,72 6,93
0.07 -3.77 0.60 3.28 9,87 -8,97 -12,80
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Таблиця 2
Точнiсть визначення радiального напруження у

товстостiнному цилiндрi при кiлькостi елементiв по
товщинi (R=0.1 м, h=0.08 м, 12 секторiв)

𝜌− 𝑟
𝜎𝑟/𝑝0

Теор 1 2 4 8

-ℎ2 1.000 – 0.508 0.8217 1.0166
0 0.259 0.293 0.318 0.2589 0.2647
ℎ
2 0.200 – 0.130 0.1670 0.2001

Рис. 2. Скiнченноелементнi моделi товстостiнного цилiндра товщи-
ною 8 см при розбивцi на 12 секторiв.

Визначено межi застосування СЕ в залежностi вiд спiввiдноше-
ння товщини оболонки до довжини дуги 𝜑 r, апроксимованої СЕ. В
якостi межi взято похибку 10%. Для задачi про рiвновагу товстостiн-
ного цилiндра пiд дiєю внутрiшнього та зовнiшнього тиску дiапазон
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застосування становить 0.1 ÷ 2.5 h/𝜑r (наближено 0.05 r < h <1.2r),
де r - радiус кривизни серединної поверхнi оболонки. Для задачi про
рiвновагу товстостiнної сфери цей дiапазон становить 0.1 ÷ 0.95 h/𝜑r
(наближено 0.05r < h <0.5r).

У табл. 3–4 приведено результати розрахунку товстостiнної сфе-
ри товщиною 8 см пiд дiєю внутрiшнього та зовнiшнього тиску.

Таблиця 3
Похибка визначення перемiщень товстостiнної сфери при

згущеннi сiтки по товщинi (R=0.1 м, 12 секторiв)

h, м
Внутрiшня поверхня Зовнiшня поверхня
𝛿1, % 𝛿2, % 𝛿4, % 𝛿1, % 𝛿2, % 𝛿4, %

0.09 -99.17 -77.48 -37.10 21.18 19.03 13.93
0.08 -57.68 -33.20 -9.69 26.36 20,34 16,51
0.07 -39.28 -14.93 -1.88 62.46 39.26 25.05
0.06 -23.71 -3.45 -6.78 -78.13 -31.18 -8.34

Таблиця 4
Точнiсть визначення радiального напруження у

товстостiннiй сферi при кiлькостi елементiв по товщинi
(R=0.1 м, h=0.08 м, 12 секторiв)

𝜌− 𝑟
𝜎𝑟/𝑝0

Теор 1 2 4 8

-ℎ2 1.000 – 0.272 0.602 0.964
0 0.126 0.148 0.166 0.123 0.132
ℎ
2 0.100 – 0.059 0.063 0.096

Проведене дослiдження напружень у товстостiннiй сферi пока-
зало, що при згущеннi сiтки результати також збiгаються до аналi-
тичного значення. Наприклад, для сфери з товщиною стiнки 8 см,
похибка при визначення меридiальних напружень на внутрiшнiй по-
верхнi на розбивцi у 2 елементи по товщинi складає 81.4 %, у 4 еле-
менти – 34.4 %, у 8 елементiв 11.9 %, при визначеннi радiальних
напружень вiдповiдно 72.8 %, 39.8 % та 3.6 %.
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У роздiлi 4 виконано моделювання практичних задач: фланцевi
з’єднання металевих вузлiв, розрахунок опорної плити бази круглого
пiлона, фундаментна плита 30-поверхової залiзобетонної житлової
будiвлi.

Рис. 3. Модель фланцевого вузла

Вiдповiдно до ДСТУ-Н Б
EN 1993-1-8, при розрахунку
металевих конструкцiй необхi-
дно враховувати вплив характе-
ру роботи вузлiв на розподiл
внутрiшнiх зусиль та деформа-
цiй у конструкцiях. За характе-
ром роботи вузли класифiкують
на номiнально шарнiрнi (не пе-
редають момент), жорсткi та на-
пiвжорсткi (потрiбно дослiджу-
вати). У рамках дослiдження
виконано моделювання фланце-
вих вузлiв i при покроковому на-
вантаженнi побудовано для ко-
жного з них залежностi "момент
– кут повороту". При цьому вра-

ховано розкриття фланцiв у процесi навантаження.
Виконано моделювання опорної бази металевого круглого пi-

лону (Рис. 4) рекламної констру-

Рис. 4. База пiлона

кцiї для перевiрочного розрахун-
ку. Розрахунок конструкцiї пiло-
на виконувався на навантажен-
ня вiд власної ваги та вiтрове
(з урахуванням динамiчної пуль-
сацiйної складової) навантажен-
ня в конструкцiйно нелiнiйнiй по-
становцi модифiкованим методом
Ньютона-Рафсона. Мiцнiсть еле-
ментiв конструкцiї перевiрено за енергетичним критерiєм мiцностi
Мiзеса-Хенкi.

Модель апроксимовано за допомогою 102615 скiнченних елемен-
тiв у ПК "ЛIРА-САПР кiлькiсть вузлових невiдомих – 304543. Роз-
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рахунки показали, що конструкцiя має запас мiцностi та придатна
до нормальної експлуатацiї.

У межах дублюючого розрахунку багатоповерхового житлового
будинку (м. Одеса, вул. Новоберегова) виконано моделювання
фундаментної плити i дослiджено її НДС. Товщина фундаментної
плити 1.8 м, основа – пальове поле. В оригiнальному проектi

Рис. 5. Житлова будiвля на
пальовiй основi

фундаментну плиту змодельо-
вано тонкими пластинами на
основi гiпотез Кiрхгофа-Лява,
в дублюючому – просторовими
криволiнiйними скiнченними
елементами (39 СЕ) у 6 шарiв по
товщинi. Модель апроксимовано
за допомогою 225645 скiнчен-
них елементiв. Кiлькiсть вузлiв
– 189085, кiлькiсть вузлових
невiдомих – 984768. Оскiльки
арматура пiдбирається саме на
результуючi зусилля лiнiйної
задачi, то розрахунок у дослi-
дженнi виконувався в лiнiйнiй
постановцi на розрахункове
сполучення навантажень, що
включає в себе постiйнi, довго-
тривалi, короткочаснi, вiтровi
та сейсмiчнi навантаження.
Порiвнювались напруження
у найбiльш навантаженому
фрагментi плити. Отриманi

при розрахунку на основi просторових криволiнiйних СЕ головнi
напруження виявились меншими нiж аналогiчнi в постановцi на
основi СЕ тонких плит: на 10–12% на рiвнi нижньої гранi плити
i на 15–17% на рiвнi верхньої, що свiдчить про закладений запас
мiцностi будiвлi або ж про можливiсть економiї на армуваннi.
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ВИСНОВКИ

Основнi результати, отриманi в роботi полягають у наступному:

На основi методу скiнченних елементiв створено ефективну ме-
тодику дослiдження напружено-деформованого стану в задачах де-
формування нетонких плит та оболонок нульової або додатньої гау-
сової кривизни при статичному навантаженнi.

У процесi роботи отримано наступнi результати:

1. Проаналiзовано сучасний стан проблематики розрахунку кон-
струкцiй з нетонких пластин i оболонок.

2. Створено новий тип просторового криволiнiйного СЕ оболон-
ки з векторною апроксимацiєю функцiї перемiщень у рядах
Маклорена та побудовано узагальнену матрицю жорсткостi,
що враховує змiщення скiнченного елемента як жорсткого цi-
лого;

3. Створено алгоритм визначення приведених пружних хара-
ктеристик просторових криволiнiйних ортотропних СЕ.

4. Отримано для розробленого СЕ спiввiдношення для визначе-
ння деформацiй та напружень у центрi скiнченного елемента;

5. Впроваджено запропнований просторовий криволiнiйний СЕ
в розрахунковий процесор ПК "ЛIРА-САПР"пiд номером 39.

6. Достовiрнiсть отриманих результатiв пiдтверджено розв’язан-
ням великої кiлькостi тестових задач пружного деформува-
ння з рiзними параметрами, граничними умовами та сiткою
дискретизацiї;

7. Запропоновану методику застосовано до розрахунку вiдпо-
вiдальних конструкцiй (фланцевих з’єднань вузлiв метале-
вих конструкцiй, опорної плити бази круглого пiлона, тов-
стої фундаментної плити 30-поверхової житлової будiвлi), у
яких проаналiзовано змiни в НДС при комплекснiй дiї си-
лових факторiв - постiйних, технологiчних i позапроектних
навантажень, а також амплiтудних iнерцiйних сил вiд вiтро-
вих та сейсмiчних навантажень.
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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-те-
хнiчних наук за спецiальнiстю 05.23.17 — будiвельна механiка. —Ки-
ївський нацiональний унiверситет будiвництва i архiтектури, Київ,
2019.

Дисертацiя присвячена розрахунку нетонких плит та оболонок
нульової або додатньої гаусової кривизни в задачах деформування
при статичному навантаженнi.

В данiй роботi проаналiзовано проблематику розрахунку товсто-
стiнних конструкцiй та запропоновано новий просторовий скiнчен-
ний елемент, що побудований у криволiнiйнiй системi координат на
основi векторної апроксимацiї функцiї перемiщень у рядах Маклоре-
на. Перемiщення скiнченного елемента приймаються у виглядi вектор-
функцiї, що мiстить у собi змiщення тiла як жорсткого цiлого.

Представленi результати дослiджень достовiрностi та ефектив-
ностi використання методу скiнченних елементiв на основi криво-
лiнiйного просторового скiнченного елемента на задачах пружного
деформування пiд дiєю статичного навантаження (рiвновага товстих
плит з рiзними умовами закрiплення, згин трансверсально-iзотропних
пластинок з рiзними умовами закрiплення, рiвновага товстостiнного
цилiндра пiд дiєю зовнiшнього та внутрiшнього тиску, а також пiд
дiєю торцевого розтягу, рiвновага товстостiнної сфери пiд дiєю зов-
нiшнього та внутрiшнього тиску) з рiзними параметрами та згуще-
нням сiтки дискретизацiї. Для пiдтвердження достовiрностi резуль-
тати розрахунку тестових задач порiвнюються з вiдомими аналiти-
чними розв’язками, а також з розв’язками отриманими за допомо-
гою iнших схем методу скiнченних елементiв в ПК «ЛIРА-САПР» та
ПК «SCAD Office». У процесi тестування МСЕ визначено межi за-
стосування просторового криволiнiйного скiнченного елемента для
моделювання нетонких пластин та оболонок.

Демонстрацiю можливостей запропонованої методики продемон-
стровано на практичних задачах – моделювання роботи фланцевих
з’єднань металевих вузлiв, розрахунок опорної плити бази круглого
пiлона, розрахунок товстої фундаментної плити 30-поверхової залi-
зобетонної житлової будiвлi.

Ключовi слова: метод скiнченних елементiв, товстi пластини, тов-
стi оболонки, нетонкi пластини, нетонкi оболонки, криволiнiйний
просторовий скiнченний елемент, задача Ламе, комп’ютерне моде-
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лювання, тривимiрнi задачi пружного деформування, товстостiнний
цилiндр, трансверсально-iзотропнi пластинки.

Пикуль А. В. Методика рассчета нетонких пластин и оболочек
на основе пространственных криволинейных конечных элементов. —
Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата техниче-
ских наук по специальности 05.23.17 — строительная механика. —
Киевский национальный университет строительства и архитектуры,
Киев, 2019.

Диссертация посвящена расчету нетонких плит и оболочек нуле-
вой или положительной гауссовой кривизны при статическом нагру-
жении.

В работе проанализировано проблематику расчета толстостен-
ных конструкций и предложено новый пространственный конечный
элемент, построенный в криволинейной системе координат на основе
векторной апроксимации функции перемещений у рядах Маклоре-
на. Перемещения конечного элемента принимаются в виде вектор-
функции, которая содержит в себе смещения тела как жосткого це-
лого.

Представленны результаты исследований достоверности и эффек-
тивности использования метода конечных элементов на основе кри-
волинейного пространственного конечного элемента на задачах упру-
гого деформирования под действием статического нагружения (рав-
новесие толстых плит с разными условиями закрепления, изгиб транс-
версально-изотропных пластинок с разными условиями закрепле-
ния, равновесие толстостенного цилиндра под действием внешнего
и внутреннего давления, а также под действием торцевого растя-
жения, равновесие толстостенной сферы под действием внешнего и
внутреннего давления) с разными параметрами и сгущением сетки
дискретизации. Для подтверждения достоверности результаты рас-
чета тестовых задач сравниваются с известными аналитическими
решениями, а также с решениями полученными с помощью дру-
гих схем метода конечных элементов в ПК «ЛИРА-САПР» и ПК
«SCAD Office». В процессе тестирования МКЭ определено область
применения пространственного криволинейного конечного элемента
для моделирования нетонких пластин и оболочек.
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Демонстрацию возможностей предложенной методики продемон-
стрировано на практических задачах – моделирвание работы флан-
цевых соединений металлических узлов, расчет опорной плиты базы
круглого пилона, расчет толстой фундаментной плиты 30-этажного
железобетонного жилого здания.

Ключевые слова: метод конечных элементов, толстые пластины,
толстые оболочки, нетонкие пластины, нетонкие оболочки, криволи-
нейный пространственный конечный элемент, задача Ламе, компью-
терное моделирование, трехмерные задачи упругого деформирова-
ния, толстостенный цилиндр, трансверсально-изотропые пластинки.

Pikul A. V. Method of calculation of non-thin plates and shells on
the basis of 3D-curvilinear finite elements. — Manuscript.

Candidate’s thesis on Technical Sciences, speciality 05.23.17 — Struc-
tural mechanics. — Kyiv National University of Construction and Ar-
chitecture, Kyiv, 2019.

The thesis is dedicated to the research of the stress-strain state in
problems of deformation of non-thin plates and shells of zero or positive
Gaussian curvature with static loading.

This paper shows the problems of analysis of thick-walled construc-
tions and been shown new solid finite element constructed in a curvilinear
coordinate system based on the vector approximation of the displace-
ment function in the Maclaurin series. Displacements of a finite element
are taken as a vector-function, which includes the rigid-body motions.
The results of the research on the reliability and efficiency of the use
of the finite element method on the basis of the curvilinear solid finite
element on the problems of the Theory of Elasticity under the action of
stationary load (the equilibrium of thick plates with different fixing con-
ditions, the bending of transversally isotropic plates with different fixing
conditions, the balance of the thick-walled cylinder under the influence
of external and internal pressure, and also under the action of tension on
the ends, the balance of the thick-walled sphere under the influence of an
external and internal pressure) with different parameters and different
size of mesh density are presented.

There are a lot of tests solved to confirm the reliability. The results
there are compared with well known analytical solutions and with the
solutions that are obtained using other finite element schemes in the



24

LIRA-SAPR and SCAD Office. In the process of FEM testing, the
limits of the use of the solid curvilinear finite element for the modeling
of non-thin plates and shells are defined. The demonstration of the
possibilities offered by the proposed method has been demonstrated on
practical cases - the modeling of the functioning of flanged connections
of steel joints, the analysis of the base plate of the round pylon, the
analysis of the thick foundation slab of a 30-storey reinforced concrete
dwelling building.

Key words: finite element method, thick plates, thick shells, non-
think plates,non-think shells, curvilinear solid finite element, Lame prob-
lem, 3D-problems of Theory of Elasticity, thick walled elastic tube,
transversally isotropic plates.
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